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Resumen. Recientemente, la especificaciéon de un problema en ciencias de la
computacion —un paso intermedio entre el problema dado y su aplicacion como
un sistema de software que garantiza su solucién— utiliza el algebra universal
y la teoria de codlgebras para su descripcion. Esta etapa incluye componentes
sintacticas y seméanticas, que tienen como resultado un sistema logico. En [3],
se propone la logica ecuacional multitipada para la especificacion de proble-
mas. Dualmente, en [9] se estudia una logica de comportamiento abstracto, la
cual modela procesos y comportamiento de sistemas coalgebraicos. En ambas
logicas los componentes sintactico y seméntico son conectados por medio de
una relacion de satisfaccion, caracterizada por el siguiente principio: la ver-
dad se preserva bajo transformaciones del lenguaje. En un marco general y
moderno, hoy contamos con las instituciones en la especificacion algebraica
y coinstituciones en la especificacion coalgebraica. El propoésito del presente
articulo es estudiar un caso particular de la logica de comportamiento abs-
tracto presentada en [9], en donde las coalgebras las restringimos a funtores
polinomiales. Identificamos la respectiva coinstitucion coalgebraica, detallan-
do sus componentes y explicitamente presentaremos la relacion de satisfaccion
como un resultado final.

Keywords: Especificacion, categoria, dlgebra, codlgebra, relacion de satisfac-
cion, institucion, coinstitucion.
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A coinstitution for abstract behavioral logic

Abstract.  Recently, the specification of a problem in computer sciences
—an intermediate step between the given problem and its implementation
as a software system that guarantees its solution— uses universal algebra and
coalgebra theories for its description. This stage includes a syntactic and
a semantic component, having a logic system as result. In [3], the case of
many-sorted equational logic is studied for the purpose of specification prob-
lems. Dually, in [9] an abstract behavioral logic, which models processes and
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coalgebraic systems behavior is studied. In both logics, the syntactic and
semantic components are connected via a satisfaction relation, characterized
by the following principle: the truth of formulas is invariant under language
translations. In a general and modern framework, we use the institutions in
algebraic specification and coinstitutions in coalgebraic specification. We re-
search a particular case of behavioral abstract logic presented in [9], in which
coalgebras are restricted to polinomial functors. We identify the respective
algebraic coinstitution, detail all its components, and explicitly present the
satisfaction relation as the final result.

Palabras clave: Specification, categories, algebra, coalgebra, satisfaction rela-
tion, institution, coinstitution.

1. Introduccién

Actualmente, uno de los problemas fundamentales en el area de ciencias de la com-
putacion es el de verificar si un programa funciona correctamente, es decir, si funciona co-
mo los usuarios esperan de él. Para garantizar tal correctitud, describir sin ambigiiedades
lo que hace el programa se convierte en un objetivo principal, siendo los fundamentos
formales una herramienta central para garantizar que la especificacion (descripcion) de
un programa posea una unica lectura. Un programa es visto como una sucesion de ins-
trucciones que se especifican en un lenguaje y que gozan de ciertas relaciones, procesos y
estructuras entre ellas. En el ejercicio de abstracciéon para modelar programas se ha in-
currido en el uso de teorias que permitan incorporar todas las instrucciones empleando la
teoria de algebra y coédlgebra universal, en donde esta ultima usa ampliamente el lenguaje
de teoria de categorias para su descripcion. El tipo de requerimientos que deben probarse
como correctos ha obligado a ir cada vez més lejos en las especificaciones, al punto de
modelar la dinamica funcional de un sistema de software, es decir, el comportamiento
reactivo de este con base en los sucesivos cambios de estados internos. La especificacion
estd compuesta de un conjunto de férmulas que son construidas a partir de un lengua-
je, constituyendo los axiomas que modelan el comportamiento funcional o reactivo del
sistema. Esto describe por lo general un sistema logico que permite precisar lo que el
programa debe hacer, dejando la especificaciéon como un procedimiento de naturaleza
sintactica.

Desde la década de los 70 se han venido incorporando técnicas algebraicas en la es-
pecificacion de programas. Las algebras gozan de la ventaja de haber sido estudiadas
ampliamente y cuentan con un arsenal de herramientas para su comprension. Estas per-
miten expresar mateméticamente la obtencion de objetos a partir de otros a través de
operaciones; y en muchos casos son las semanticas de ciertas logicas. Estas dos caracteris-
ticas son fundamentales para una teoria que pretenda modelar un programa con fines
de estudiar su correctitud. Es asi que la teoria de modelos clasica proporciona la especi-
ficacion algebraica (logica ecuacional multitipada) para modelar estructuras de datos y
comportamiento funcional de programas. Los casos donde deben especificarse sistemas
reactivos con estados ocultos no observables o los casos donde hay necesidad de modelar
tipos de datos infinitos son los que inspiran el uso de especificaciones coalgebraicas (16gica
coalgebraica) tomando como fundamento la teoria de coalgebras.
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Una coinstitucién para la Iégica de comportamiento abstracto 201

Las coalgebras han sido fundamentales en el desarrollo de multiples trabajos dentro del
area de computacion tedrica, como el capturar la esencia de la dindmica de sistemas,
representar autématas, sistemas de transicion, estructuras de datos infinitas [11], for-
mulacion de lenguajes de programacion orientada a objetos y especificacion formal, en
donde esta ultima usa logicas modales (coalgebraicas) en el proceso de especificacion
coalgebraica, constituyendo la esencia del presente documento.

La logica modal tiene relacion con las coalgebras. Esta se puede considerar la logica
natural de la teoria de codlgebras [8], asi como la l6gica ecuacional lo es para el algebra
universal [5]. En particular, nos interesa la logica de comportamiento abstracto, en donde
las coalgebras de estudio seran las coalgebras provenientes de funtores polinomiales.

La teoria de coélgebras goza de gran importancia en el campo matemaético actual, pues
permite representar y generalizar objetos establecidos en la teoria de modelos clasica.
Una F-algebra es un par (A, a4 : F(A) — A), donde F' es un endofuntor de Set. Asi, el
conjunto de los ntimeros naturales con el cero es la F-dlgebra, (N, ay : F(N) = 1+N — N),
donde la definicion de oy corresponde a la eleccion del cero como an(*) = 0 y la funcion
sucesor como an(n) = n+ 1. De esta forma, la definicion de oy corresponde la escogencia
del neutro y la funcion sucesor. Ademas, esta F-algebra es el objeto inicial de la categoria
de F-algebras, lo cual garantiza los principios de induccion y recursion sobre los naturales.
Dualmente, la coalgebra (N, By F (N) = N — 1+N) corresponde a los niimeros naturales
extendidos, en donde

* st n=020,

fg(n)=49 n—1 si n>0,

oo s n=o0,
siendo 3y la funcion predecesor. Esta I-codlgebra es el objeto final en la categoria de las
F-codlgebras, que proporcionan los principios de correcursion y coinduccion.

La descripcion de N y N como F-algebras y F-coalgebra, respectivamente, no solo tiene
importancia en el campo matematico. En ciencias de la computacion el poder represen-
tar estos objetos usando categorias tiene sus ventajas, pues permite estudiar lenguajes
de programacion con tipos de datos inductivos empleando las édlgebras iniciales, y con
tipos de datos coinductivos, empleando las coalgebras finales. Ademas, con las algebras
iniciales y empleando induccién se pueden construir objetos usando operaciones genera-
doras, y mediante recursiéon dan lugar a conjuntos inductivos. Dualmente, la coinduccion
permite incorporar estructuras infinitas y obtener conjuntos coinductivos, los cuales van
a ser representados por codlgebras, en donde sus elementos pueden ser deconstruidos en
otros pertenecientes al conjunto empleando operaciones destructoras, a fin de observar
su comportamiento estructural viendo sus partes finitas o infinitas.

Analogamente a la l6gica algebraica, el estudio de una logica coalgebraica comprende una
componente sintactica, que corresponde a la interface sintictica de una especificacion
y otra semantica, asociada a la interpretacion de féormulas dentro de las coalgebras.
Estas componentes deben estar conectadas mediante la relacion de satisfaccion, que dada
su relevancia constitutiva es el mayor reto a establecer. A fin de establecer logicas en
computaciéon que sean independientes del lenguaje, Goguen y Burstall en [7] introducen
las instituciones, objetos que abstraen el componente seméntico de un sistema logico
relativo a la especificacion y en donde las diversas implementaciones dan la posibilidad de
cambios de signatura. Es aqui donde un objeto netamente individual como el de signatura
se puede ver como un objeto mas complejo, como lo es la categoria de signaturas.
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De esta manera, mediante funtores que llamaremos Mod y Sen, se asociard a cada
signatura la clase de algebras que son modelo de ella y el conjunto de axiomas que
se pueden construir a partir de sus simbolos. Con estos tres objetos y la relaciéon de
satisfaccion entre axiomas y modelos, se definen las instituciones que representan la logica
algebraica y la coinstitucion, que representa la logica coalgebraica siendo en esencia estos
dos objetos iguales salvo la definicion de los funtores Mod y Sen, pues mientras en las
instituciones el primero es covariante y el segundo contravariante, en las coinstituciones
son contravariantes y covariante, respectivamente.

Los componentes y formulacion de la logica ecuacional multitipada [7] y [5] ilustran el
camino para modelar una logica como institucion. Otras presentaciones de logicas como
instituciones se pueden consultar en [6].

En nuestro interés particular, nos concentramos en la logica de comportamiento abstrac-
to [9], que modela sistemas en los que sus estados son equivalentes en comportamiento,
es decir, estados que no puede distinguirse a partir de observaciones hechas por un ob-
servador externo al sistema, siendo esta relacion mas débil que la bisimulacion [11]. Aqui
presentamos la reconstruccion de esta logica como una coinstitucion coalgebraica. Nos
restringiremos a las coalgebras polinomiales para establecer como resultado principal la
relacion de satisfaccion.

En la seccion 2 definimos los elementos basicos que conforma una institucion, asi como
la definicion del funtor polinomial de interés. En las secciones 3 y 4 abordaremos los ele-
mentos bésicos que conforman la coinstitucion de la logica de comportamiento abstracto:
definimos la categoria de signaturas, la construccion de formulas, modelos y finalmente
estableceremos la relacion de satisfaccion como objetivo fundamental en el desarrollo
del presente articulo. Finalmente, agradecemos ampliamente al referi andénimo por sus
sugerencias, que han mejorado sustancialmente la version original.

2. Especificacion algebraica

Cuando se especifican estructuras de datos o el comportamiento funcional de un sistema
de software, se emplea la teoria de modelos clasica [2]. Su componente sintactico, confor-
mado por las ecuaciones, y seméntico, conformado por las algebras, se conectan mediante
la relacion de satisfaccion de la institucion algebraica ecuacional, objeto introducido por
Goguen y Burstall en [3] y [7] para definir formalmente un sistema logico. La manera
en que estan definidas estas instituciones garantizan la invarianza del valor de verdad
de toda formula bajo cambios de vocabulario. Definiremos las instituciones en un marco
general y luego se presentara la definicion de su dual, las coinstituciones, objeto que nos
permitira presentar la logica de comportamiento abstracto.

Definicién 2.1. Una institucion Z consta de:

I1 Una categoria Sig de signaturas;

I2 Un funtor Sen : Sig — Set, enviando cada signatura 3 al conjunto Sen(X) de
elementos llamados sentencias sobre esta signatura;

I3 Un funtor Mod : Sig — Cat®’, que asocia a cada signatura X la categoria Mod(X)
de objetos llamados Y-modelos; y
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Una coinstitucién para la légica de comportamiento abstracto 203

I4 Una relacion =y C Mod(X) x Sen(X) para cada ¥ € Sig, que satisface la siguiente
condicion de Satisfaccion:

Para cada morfismo p : ¥ — X' € Sig, M’ € Mod(¥') y e € Sen(X),

M’ =5 Sen(p)(e) & Mod(p)(M') Es e

El siguiente diagrama ilustra la condicion de satisfaccion:

Ex

b Mod(X%) Sen(X)
P ]Wod(p)l Sen(p)l
)3 Mod(¥') ‘ Sen(¥')

En [3, 7, 5] se presenta la logica ecuacional multitipada como institucion, donde:

= Sig tiene como objetos signaturas multitipadas (T, X), donde T es el conjunto de
tipos y X es una familia de simbolos de operacion a los cuales se le asocia una aridad;
y morfismos entre signaturas ¢ : (S,X) — (T, Y’), pares de funciones pg : S — T
y ¢x : 2 — X/, preservando la aridad de cada uno de los simbolos de operacion;

= Sen : Sig — Set, envia cada signatura X al conjunto Sen(X) = EQ(X) de ecua-
ciones;

= Mod : Sig — Cat?, envia cada signatura ¥ a Mod(X) = Alg(Y), la categoria de
las Y-édlgebras y homomorfismos; y

= Larelacion =5 C Mod(X) x Sen(X) para cada ¥ € Sig, es la usual entre ecuaciones
y algebras establecida en el algebra universal.

Una reconstruccion precisa de esta institucion algebraica ecuacional se puede ver en [4].
En [7] se presentan otras légicas como instituciones. Cuando la signatura consta de un
tipo, coincide con la presentada en algebra universal. Este tipo de signaturas son la base
en la definicion de los funtores polinomiales, con los que no solo se obtiene la estructura de
las algebras, sino de las coélgebras. Estos funtores polinomiales tienen la particularidad
de que pueden ser construidos con los funtores constante, identidad, suma, producto y
potencia [11]. El trabajar con los funtores polinomiales por el lado de las 4lgebras permite
tener algebras iniciales que garantizan los principios de induccion y recursion. Dualmente,
por el lado de codlgebras se tienen coalgebras finales que garantizan los principios de
coinduccion y correcursion. Ademas, las coalgebras finales incorporan todos los posibles
comportamientos de sistemas deterministicos. Por este motivo hay un gran esfuerzo en el
area de computacion tedrica para mostrar la existencia de coalgebras finales para varios
funtores, en donde los polinomiales son uno de ellos. Como el interés son los funtores
polinomiales definidos a partir de una signatura, denotamos con Sigy la categoria de
signaturas de un tnico tipo. Si ¥ € Sigy, el funtor polinomial Py, : Set — Set se define
como:

Vol. 32, No. 2, 2014]



204 J.A. CastaNo PErREA & G. OrTIiZ RICO

LP(X)= ] X"~ U {o}xx"

ceX,ar(o)=n oceX,ar(o)=n

donde [ es el operador de unién disjunta . Aqui, los elementos de Ps(X) son pares
<U7 (Ii)iga'r(n)>7 €s decir, PE(X) = {<07 (xi)igar((r)ﬂa € E}

2. f + X = Y es enviada a la funcion Ps(f) : Po(X) — Px(Y), definida por
Pa(f)(o, (#1)i<ar(o))) = (0, (f (i))iar(0))-

Ejemplo 2.2. Si ¥ = {cY a2}, entonces Px(X) =1+ X x X es un conjunto conformado
por el tnico elemento de 1 6 pares ordenados (a, (z1,z2)) tales que 1,22 € X y a es el
tnico simbolo de operacion en 3.

3. Especificacion coalgebraica

Los métodos coalgebraicos son apropiados en la especificacion de procesos y compor-
tamiento reactivo de un sistema. Las coinstituciones como duales a las instituciones,
son convenientes en la representacion de logicas coalgebraicas, en particular, la logica de
comportamiento abstracto que modela propiedades de sistemas deterministicos simples
a partir de sus formulas, las cuales son subconjuntos de la coélgebra final y que son
interpretadas mediante el morfismo final.

Definicién 3.1. Una coinstitucion consta de:

(col) Una categoria de signaturas €;
(co2) Un funtor Mod : Q@ — Cat;
(co3) Un funtor Sen : Q@ — Cat?;

(co4) Una familia de relaciones =y C Mod(X) x Sen(X) indexada por objetos ¥ €
que cumple el dual de la condicion de satisfaccion algebraica

Mod(o)(M) = ¢ & M |=x Sen(o)(¢)
para todo o : ¥ = X/, M € Mod(X) y ¢ € Sen(X'):

E=

b Mod(%) Sen(X)
o Mod(a)l Sen(o)‘
Y Mod(¥) Sen(X')

=

Se destaca la diferencia entre la definicion de institucion, en donde su funtor Mod es con-
travariante y Sen covariante, mientras que en las coinstituciones el primero es covariante
y el segundo es contravariante, forma conveniente para describir logicas coalgebraicas.
Comenzamos detallando los componentes que conforman la coinstitucién coalgebraica
que nos permitird alcanzar el logro de este trabajo, la representacion de la logica de
comportamiento abstracto.
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3.1. Categoria de signaturas

Si ¥ es una signatura de un tipo, es decir, ¥ € Sigy, consideramos en lo que sigue el funtor
Ps, : Set — Set como la signatura para las codlgebras. Asi, nuestras signaturas no seran
conjuntos de simbolos, sino endofuntores polinomiales de Set, y los morfismos naturales
entre estos objetos corresponderan a las transformaciones naturales. Esta categoria de
signaturas coalgebraica se denotarda SIG y tendra como objetos endofuntores de Set y
transformaciones naturales. Uno de los principales motivos por el cual se toma este tipo
de funtores es que admiten coalgebras finales dentro de la categoria de coalgebras y nos
garantizan la interpretacion de formulas empleando el morfismo final [10].

3.2. La categoria de Ps-coalgebras

Las Px-algebras son dualizadas de manera natural por las Ps-codlgebras, en el sentido
de teoria de categorias que surge al cambiar el sentido de la flecha en la estructura de
la algebra. Las coalgebras son importantes en aplicaciones a ciencias de la computacion,
pues son convenientes para modelar objetos, sistemas de datos, sistemas de transicion,
sistemas deterministicos, automatas, especificacion de datos, entre otros [11].

Definicién 3.2. Si F': Set — Set es un endofuntor sobre Set, una F'-codlgebra es un par
(S, as), formado por un objeto S € Set, llamado conjunto de estados, y un morfismo
ag S — F(S), llamado funcion de transicion.

Observacion 3.3. Todo conjunto X lleva implicita una estructura de codlgebra, con-
siderando Ps como el funtor constante Py : Set — Set, tal que ¥ = {i°} y Pn(X) =1,
para todo X € Set, donde 1 = {x} y ax(x) = *, para todo x € X, siendo
Po(X)=X"=1.

Como se indicd anteriormente, mientras las algebras construyen elementos a partir de
operaciones generadoras, la funciéon de transicion en las coédlgebras acttia como operacion
destructora, pues toma un elemento y lo descompone en las partes que lo constituyen
siendo en este sentido una funciéon de observaciones, lo que caracteriza las coalgebras y
que tiene su principal uso en modelamiento de estructuras de datos infinitas y seméntica
para lenguajes de programacion orientado a objetos [5]. Para notar la diferencia entre
algebras y codlgebras, veamos dos ejemplos tipicos dentro del area de computacion.

Ejemplo 3.4. Los tipos de datos pueden ser finitos o infinitos. Los tipos de datos finitos
se pueden modelar por algebras. La coleccion de palabras finitas A* sobre el alfabeto A,
es la Py-algebra (A*, o : (14 (A* x A*)) — A*), donde « envia el unico elemento del
conjunto 1 a la palabra vacia, y el par (v, w) a su concatenacion v - w. Esta funcion es
equivalente al siguiente par de funciones: ¢: A* x A* - A* y d:1— A*.

Esto indica que el algebra de palabras es la terna (A*, ¢, d) donde ¥ = {c2,d°} es la sig-
natura para esta algebra, coincidiendo con la definicion presentada en dlgebra universal.
Para tipo de datos infinitos las coalgebras son la mejor opcion.

Ejemplo 3.5. El conjunto de palabras finitas o infinitas A° sobre el alfabeto A se repre-
senta como (A%, : A*° — (1 + (A x A>))), donde § envia la palabra vacia al elemento
del conjunto 1, y una palabra no vacia al par consistente de su cabeza y cola, es decir,
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si a € A es la palabra [ag, a1, a2, ..., Qy, .. .| entonces d(a) = {ap, (a1, a2, ... an,...)).
Notese que la codlgebra observa el comportamiento (desarmar) de las listas que estan en
su dominio mediante la funciéon de transicion 6.

Un sistema deterministico es un mecanismo que estando sobre uno de sus estados y
recibiendo (no necesariamente) una senal de entrada, cambia su estado a otro y emite
(no necesariamente) una senial de salida. Esto indica que cada estado y cada senal de
entrada determina un proximo estado y senial de salida. Los sistemas deterministicos [11]
mas simples de estudiar son los que corresponden a codlgebras polinomiales, los cuales
constituyen los funtores de interés en el presente articulo.

Ejemplo 3.6. Si ¥ = {e} con e un simbolo de aridad uno, el funtor polinomial Ps es
tal que Ps(S) = §%(¢) = S. La coalgebra para este funtor es un sistema deterministico
simple cuya funcién de transicién ag : S — S indica la dindmica del sistema, definida
como ag(s) = s’y simbolizada s —g s, la cual representa la transicion que el estado s
hace al estado s’. En particular, si queremos especificar el conjunto de los niimeros enteros
positivos pares como un sistema deterministico, lo podemos hacer como la coalgebra
(N, sigpar), donde sigpar corresponde a la funcion siguiente par que estaria definida
como sigpar(n) =n+2:
2—24—=6—...

Las aplicaciones que preservan la estructura de coalgebras corresponden a los homomor-
fismos entre coélgebras’.

Definicion 3.7. Sean (S, «) y (T, ) dos Ps-coélgebras. La aplicacion f : S — T es un
homomorfismo entre Py-coélgebras si Ps(f)oa = o f:

!

S T

Px(9) T Ps(T)

Ejemplo 3.8. Si (A4, a4) v (B, ap) son dos codlgebras que representan los conjuntos A y
B respectivamente, como en 3.3, un homomorfismo f : A — B entre estas dos coalgebras
se evidencia por la conmutatividad del siguiente diagramas:

A B
1 1

Denotamos como CoAlg(Py) la categoria de Py-codlgebras y Ps,-homomorfismos. Si Py,
y Psy son endofuntores de Set, una transformaciéon natural o : Py — Psy nos permite

!

—_—

—_—

(H=i

P

LOtra forma de relacionar dos coalgebras es mediante la bisimulacion [11].
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representar una Py-codlgebra como una Psy-coalgebra, mediante la composicion de la
coestructura de la codlgebra y la componente de o:

Ie% o(A
A —2 0 poa 2 poa

El funtor Mod : SIG — Cat de la coinstitucion coalgebraica asocia a cada signatura Py
la categoria Coalg(Py), y cada morfismo o : Py, — Py entre signaturas con el funtor
covariante Modo = ¢ : Coalg(Ps) — Coalg(Ps), que se define de la siguiente forma:

» 0(A,a) = (A,0(A) o @), donde (A, a) € Coalg(Ps);

» f:(A ) > (B,8) es enviado a o(f) : (A, 0(A) ocas) = (B,ap o g(B)), ilustrado
por la conmutatividad del siguiente diagrama:

Ie% o(A
A poa Y poa
f Pof Py f
B
B—2. p.p 22 p.p

La presentacion del funtor Sen requiere la definicion de las féormulas de la logica de
comportamiento abstracto. A continuacién indicamos en qué consiste la logica de com-
portamiento abstracto, definiendo sus formulas y forma de interpretarse.

3.3. Ldgica coalgebraica

El estudio de logicas es inherente a la solucion de problemas en ciencias de la com-
putacion. Logicas como la clasica, difusa, de primer orden, ecuacional, entre otras [7],
son constituidas por una componente sintéctica y otra seméntica relacionadas por una
relacion de satisfaccion. Estas l6gicas que pueden variar entre un problema y otro, van
ligadas al proceso de especificacion, que consiste en determinar las funciones, compor-
tamiento y propiedades presentes en el problema o sistema de software a implementar. El
especificar estructuras de datos infinitas o procesos internos a una maquina implica usar
técnicas coalgebraicas y logicas que se ajusten a la estructura que modela el problema,
siendo estas estructuras en general las coalgebras.

Una logica para coélgebras de tipo Py es una dupla formada por un lenguaje £ y una
familia de relaciones = indexada por Ps-coalgebras. Es decir,

':Z: {):(A,a): (A, (1) S Coalg(Pg)}, donde ':(A’a)g A x E,V(A,a) S Coalg(Pg).

Nos interesa estudiar la logica de comportamiento, la cual estudia pares de estados que
coincidan en algun instante entre las diversas transiciones que puede hacer un sistema. Si
(A,a) y (B, ) son objetos en Coalg(Ps), dos estados (a,b) en A x B son equivalentes en
comportamiento, si existe (E, €) en Coalg(Ps) y un par de morfismos f : (4, a) = (E,¢€)
v g:(B,B) = (E,¢) tales que f(a) = g(b).

Vol. 32, No. 2, 2014]



208 J.A. CastaNo PEREA & G. Ortiz RICcO

Observacién 3.9. Consideremos (A4, «) y (T,7), una coalgebra y la codlgebra final en
Coalg(Ps), respectivamente, y a,t elementos en A y 7. Si consideramos ! : A — T el
morfismo final e 7 : T — T la identidad sobre T', entonces para que a,t sean equivalentes
en comportamiento se debe cumplir que !(a) = i(t). Pero !(a) =t = i(t) = i(!(a)). Asi,
todo estado en la coalgebra (A, «) es equivalente en comportamiento a un estado ¢ en
(T, 7).

Se denomina una logica de comportamiento [9], aquella en donde

aFa ¢ siysolosi b= ¢,

para todos los estados equivalentes en comportamiento (a,b) y formula ¢ € L.
Es decir, que los estados equivalentes en comportamiento deben satisfacer la mis-
ma férmula. Por otro lado, (4,a) | ¢ indica que a = ¢ para todo a € A.
También, [¢](a,a) = {a € A : a Fa,a) ¢} es el conjunto interpretacion de una for-
mula.

4. Férmulas

En codlgebra universal las formulas se definen a partir de coalgebras finales, y con estas
se pueden describir y obtener propiedades de codlgebras para un endofuntor de Set.
En el campo de ciencias de la computacion, las formulas son empleadas para describir y
observar el comportamiento de los sistemas. Las formulas en la 16gica de comportamiento
se pueden representar semanticamente como subconjuntos de coédlgebras finales, las cuales
daran cuenta del comportamiento de los estados de ciertos sistemas.

Proposicion 4.1. Suponga que (T, 7) es el objeto final en Coalg(Ps) y L una ldgica de
comportamiento para Ps-codlgebras. Entonces,

[6)a.0) =" ([l (z.r))
para toda (A, a) en Coalg(Ps) y toda ¢ € L, siendo ! : A — T el morfismo final.

Si (T,7) es una Px-coalgebra final, entonces podemos ver P(T') como una logica de
comportamiento, con la siguiente regla de interpretacion: a =44y ¢ si !(a) € ¢, donde
¢ € P(T) y!esel morfismo final 1 : A — T,

Definicion 4.2. Supongase que (7,7) es un objeto final en Coalg(Ps). La logica de
comportamiento abstracto A(Ps) = P(T) tiene como férmulas subconjuntos de la Ps-
codlgebra final, y la satisfaccion de formulas por codlgebras viene dada por la condicion:

a ':(A,a) ¢ si '(a) c (,25
Finalmente, el funtor Sen : SIG — Set’” envia la signatura Ps al conjunto de formulas

A(Ps), y un morfismo de signaturas o : Px, — Py a la funcion Seno : A(Psy) — A(Px),
definida como:

= A(P) 2 X — Seno(X) =!"%X), donde ! : Modo(Ts,1s) — (Tsr,7sv) es el
morfismo final en Coalg(Ps).
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Teniendo los funtores Mod y Sen, podemos presentar la condicion de satisfaccion [9] de
la coinstitucion de la logica de comportamiento abstracto.

Lema 4.3. Sea o : Py — Psy una transformacion natural, donde Ps y Ps: admiten
codlgebras finales (Zx, ax) y (Zxr, asy), respectivamente. Entonces

(A, 00) FI7H(9) & (A, aa) F o

para toda (A ,asn) € Coalg(Ps) y todo ¢ € A(Ps/), para el unico morfismo
12 6(Zs,ax) = (Zsy,axr) dado por la finalidad:

A Zx - Zsy
oA asy
PsA —— Px7x sy
Psu
o(A) o(Zx)

Py

Pyru
PE/A PE’ZE TZE’
Teorema 4.4. Sea SIG la categoria de signaturas polinomiales, Mod y Sen los
funtores definidos anteriormente y la condicion de satisfaccion del lema anterior.
Entonces la l6gica de comportamiento abstracto LC A es la coinstitucion dada por
Zrca = (SIG,Mod, Sen, |=).
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